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ESPERANGA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

»...Uma forma de avaliar ganhos em jogos com
apostas a dinheiro

»Representa o ponto de equilibrio da
distribuicao de seus valores.

»...Serve como parametro para varios modelos
probabilisticos.



ESPERANGA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

A esperanca de uma variavel aleatéria X é dada por:

Variaveis aleatorias discretas:

E(X) = z xP(X = x;)

X €L

Variaveis aleatorias continuas:

E(X) = fxf(x)dx
Q



ESPERANGA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

> B a mais popular medida de posicéo...

As medidas de posicdo mais importantes sao média
aritmética, mediana e moda.

Conjunto de Dados Variavel aleatdria
Discreta Continua
Media e E(X) = d
1=1Yx FOD= ) xP(X=x) E®) = | xf@)ds
n Q
im1 xX;EQ
Mediana Md = valor central Md:P(X <Md) =05 e P(X>Md) =0,5

Moda M o= valor com maior frequéncia. M o= valor com maior probabilidade




EXEMPLO 1. Um prisioneiro escolhe aleatoriamente, com
probabilidades iguais, um dos trés tuneis. O primeiro conduz
a liberdade em 1 hora, o segundo em 3 horas e o terceiro
retorna ao ponto de partida apos 6 horas. A cada retorno,
ele escolhe novamente um tunel, independentemente das
escolhas anteriores. Qual é o tempo esperado até a tuga?

Probabilidade = 1/3
para cada tunel

retorna ao
ponto de partida




Ttnel Tempo(horas) Probabilidade

1 1 1
3
2 3 1
3
1 6+ 1 1.1 1
Sx ==
3 372 6
2 6+ 3 1 1.1
32 6

1x1 3x1 7x1 9x1 2+6+7+9 24

+ + +

S = a2 3 6 6 6 6

=4

Considerando as escolhas equiprovaveis e independentes.



EXEMPLO 22 Segundo determinada tabua de vida, o
tempo de vida adicional de uma pessoa com 106 anos é
modelado da seguinte forma :

T I | ? 3
P(T) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,007681

A expectativa de vida ( em anos) para uma pessoa dessa
idade é7



EXEMPLO 2: Segundo determinada tabua de vida, o

tempo de vida adicional de uma pessoa com 106 anos é
modelado da seguinte forma :

T [ | / 3
pP(T) 067514 0,195183 0,1219955 0,0076815

A expectativa de vida ( em anos) para uma pessoa dessa
idade &7

E(T) = Z t X P(t) ~ 0,4622

Eissa mesma pessoa pretende fazer um seguro de vida que deixa
como beneficio I/ u.m.. Considere a taxa de juros de 3%,



Esperanca de uma fungéo de variaveis aleatdrias (V.a. composta)

Seja. X uma variavel aleatéria e g(-) uma funcéo, ambos com
dominio e contradominio real. O valor esperado do valor da
funcdo g(X). Denotado por E[g(X)] é definido por:

Elg(X)] =«

:
Z g(x)P(X =x;),  Xdiscreto
J

f B o, .
\



EXEMPLO 3

T 0 | 2 3
p(r) 0,67514 0,195183 0,1219955 0,0076815

A expectativa de vida para uma pessoa dessa idade é7

E(T) = z t X P(t) = 0,4622

Essa mesma pessoa pretende fazer um seguro de vida
que deixa como beneficio / u.m.. Considere a taxa de
juros de 3%, calcule o prémio puro tnico.

g(T) =v™

A106 — E(UT+1) — 2 vt+1 X P(t) — 0,9866602



EXEMPLO 4: Uma apolice de seguro cobre uma perda aleatéria X,
com um valor de franquia d = 0,3. A perda é modelada como
uma variavel aleatéria continua com densidade fy(x) = 2x para
0 < x < 1. Calcule o que se pede.

a) Calcule o valor esperado do pagamento da seguradora
por sinistro ocorrido, supondo que a seguradora tenha
conhecimento de todos os sinistros, inclusive daqueles
cuja perda é inferior ou igual a franquia d.

b) Calcule o valor esperado do pagamento da seguradora
condicionado a ocorréncia de uma perda superior a franquia.
Suponha, nesse caso, que a seguradora tenha conhecimento
apenas dos sinistros que ultrapassam a franquia.



EXEMPLO 4-Sulugﬁu

No item a) temos que Y =gX)=Max(0;X—-d)=WX—-d);.
entao

d 1
E(Y) = E[g(X)] = f 0 fir (¥)dx + jd (x — d) fy(x)dx
0

1
E(Y) = (x —0,3) 2xdx =~ 0,375667
0,3

Na pratica a seguradora considera que os valores de sinistros
menores que a franquia, tem severidade 0.

* Prémio de Stop Loss.



EXEMPLO 4-Sulugﬁn

No item b) temos que Y = g(X) = (X —d)|X > d, entéo

1-d

Ewan=ﬂn=j y o) dy

0

0.7 2y + 0,6 0.72y% + 0,6y
E =y dy= |
0 0191 0 0,91

E(Y) ~ 0,4128



Esperanca de variaveis aleatdrias

Seja L um valor limite para dentro do dominio de X, e seja Y uma
variavel aleatoéria ©“ Valor de X sujeito ao limite L.” Entéo:

e T
~ L, X>1

Logo, para o caso de X se continuo tem-se que:
L 00 L

EY)=EWX;L) = f xfx(x)dx + f Lfy(x)dx = f Xfxy(x)dx + L Sx(L)
— 00 L —00

E no caso de X se discreto, tem-se:

xXi<L

E() =ECGL) = ) xiPy(e)+ ) LPy(x) = ) xPy(x) +LP(X 2 1)
x;=L

=0 =0

Xi<L



Esperanca de variaveis aleatdrias

Ao tratar X como uma varidvel aleatdéria associada a
severidade de sinistros, a modificacdo que leva a Y, tal
que:

So[X x<L
— X>1L

E  conhecida como limite técnico (L) da severidade
(limite de retengdo), ou seja limite méximo de
retencao, em que o segurador limita a indenizacdo a
um teto, geralmente transferindo os danos que o
superarem ao ressegurador.



EXEMPLD 3: Considere uma carteira de seguros com a
seguinte funcao de probabilidade.

S(R$) 0 10002000 3000 4000 5000 6000

p(s) 0,35 0,31 0,155 0,13 0,04 0,01 0,005

A seguradora determina que ird cobrar dos seus
segurados um prémio baseado no quanto esperam gastar
com indenizacoes, porém esse valor nao deve exceder
R$4000. Calcule o valor esperado sujeito a esse limite.



S(R$) 0 000 2000 3000 4000 o000 GODO
PS) 03 04 Olaa 013 0.04 0.0 0.00a

Solugéo:
Seja Y, tal que:
il {5, S < 4000
4000, S = 4000

M, = E(Y) = E(S; 4000)

3000 6000

M, = z sP(s) + z 4000 P(s) = R$1230,00

s=0 s=4000



Esperanga de uma funcéo de variaveis aleatdrias

Caso Y = g(X4,X,), com X; e X, varidveis aleatérias continuas, entao:

Elg(Xy,X5)] :f fg(Xl:XZ)le,Xz(xl:xZ) dx,dx,
ou
B0 = [y fr 0y

Seja Y = g(Xq,X,), com X; e X, varidveis aleatorias discretas, entao:

Elg(uX)1 = ) ) g(Xe, Xo)Py, x, (31,%2)

X1 Xp
ou

EW) =) yP(®)



EXEMPLOD B: Suponha X e Y duas variaveis aleatoérias, tal
que: fxy(x,y)=x+y, 0<x <1, 0<y<1. Calcule

Elg(X,Y)], para:

g1(X,Y) = XYk
g, (X,Y) =2X+Y
gg(X, Y) — X

g4(X, Y) =Y



Solugéo:

Elg.(X,Y)] = ffxyk(x+y)dxdy jf n+lyk 4 x"yk+ldx dy

1 xn+2 xn+1
Elg:(X, V)] = j ( v+ y"“)
0

J1 yk +yk+1
n+2 n+1

d
on+2 n+1 Y

y=1
k+1
y

m+2)k+1D)  m+Dk+2)
o

Elg:(X,Y)] =

1
(n+2)(k+ 1) (n+ 1) (k+2)

Elgi(X,Y)] =



Solugéo:

1 .1
Elg,(X,Y)] = j j 2x+y)(x +y)dxdy = f j 2x% + 3xy + y?dx dy
0

0

x=1

L2x3  3x%y y 12 3 ,
E[gz(X,Y)]=J =t ty dy=f 3Ty +yidy
0 - 0

y=1
2y 3y? y3 21




Solugéo:

s 1 .1
E[g;(X, V)] =j jx(x+y)dxdy=f j x? 4+ xy dx dy
0 Jo 0 Jo

L/ix3  x2y x=1 11y
E[gs(X;Y)]=f (?-I_T) dy:f §+§d)’
0 0
x=0
2|¥=1
Y.,y B 7 _
Elgs ] =2+2%| =~ =E®




Solugéo:

1 1 1 1
E[g.(X, V)] =j J y(x+y)dxdy=f j yx + vy dx dy
0o Jo 0o Jo

L/yx?2  y3 =1 1y 1
Bl = | (54 dy=| S+3dv
A2 T3 ;273
x=0
2 v
Yy 7
Elgs I =242 =L =Ew)




Solugéo:

A partir do exemplo dado é possivel notar dentre
outras coisas que

1 1 1 [ 1 T 1
E(Y) = V)dxdy = V)dx|dy = d
(Y) fo Lyfx,y(x y)dxdy foyfo fxy(x,y) x_ y joyfy(y) y

1 1 1 [ ~1 T 1
E(X) = V)dydx = V)dyl|dx = d
(X) jo fox,y(x y)dydx fo x_JO fxy(x,y) y_ X joxfx(x) X



Propriedades do valor esperado™

1) Seja um vetor aleatéorio Xy, X,,...,X, (continua ou
discreta), temos.

E(X;+X,+...+X,) =EX)) + E(Xy) + -+ E(X,)

2) Seja o vetor Xq,X5,..., X, for composto por variaveis
aleatorias independentes entdo a seguinte propriedade
também é valida.

E (H;Xi) — E(X)E(X,) . E(X,)



Demonstragéo: ( sem perda de generalidade)
1)
E(X; £ X3) = J f (X, + Xz)fxl,xz (%1, x2)dx;dx, =

*Teorema de Fubini
= j j X1fx,,%, (%1, x2)dx;dx; + J J X2fx,,%, (1, x2)dx1dx;

Sob condicoes de regularidade é feita uma troca da ordem das
integrais

J X1 U le,Xz(xpxz)dxz

dx1if xzj fx,x, (X1, x2)dxq | dx,

oo

=j x1fx, (x1)dxq iJ X2fx, (X2)dx;

— 00

E(X; £ X,) =EX;) £ E(X3)



DEMONSTRACAO: ( sem perda de generalidade)

2)
( ) j j J < xl) fx,x, (1, e, Xp)dxy o dxy

A partir da pressuposicio de independéncia temos:

[ ] Gt )i G, (00) i G
I s ...fxn<xn>U xlfxl<x1>dx1]dxz . dx,

E <1_E-1X" ) = EX)EX,) ... E(X,).
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Variancia probabilistica

> A varidancia da varidvel aleatéria (e seu desvio
padrdo) mede satisfatoriamente a disperséo dos dados
ao redor do valor esperado.

A definicao matematica da variancia de uma variavel
aleatoria X é tal que:

var(X) = E[(X — ux)?] = o”

A raiz quadrada da varidncia é denominada de desvio-
padrao e representada por o.



Variancia probabilistica

» Pode se calcular a variancia também por:

var(X) = E(X?) — E(X)?

» Como a esperanca a variancia apresenta certas
propriedades, destaca-se neste texto as seguintes:

1) var(X + k) = var(X)

2) var(kX) = k*var(X)



DEMONSTRAGAD:

1)
var(X + k) = E{[(X + k) — E(X + k)]?}

var(X + k) = E{[X + k — E(X) — k]?}

var(X + k) = E{|X — E(X)]*} = var(X)

var(kX) = E[(kX)?] — E(kX)? = k2E(X?) — k2E(X)?

var(kX) = k?[E(X?) — E(X)?] = k*var(X)



Variancia probabilistica

» Seja duas variaveis aleatoérias X; e X,, entéao:

var(X; + X,) = var(Xy) + var(X,) + 2cov(X1, X,)



Demonstracao:

var(X; + X,) = E[(X; + X2)?] — [E(X; + X,)]?
var(X; + X,) = E(X? + 2X. X, + X2) — [E(X)) + E(X,)]?
var(X, + X;) = E(X$ + 2X1X, + X5) — [E(X)? + 2E(X,)E(X,) + E(X;,)?]
var(X, + X,) = E(X?) + E(2X1X,) + E(X3) — E(X,)? — 2E(X)E(X,) — E(X,)?

var(X; + X;) = [E(X3) — E(X,)?] + [E(X3) — E(X,)?] + [2E(X1X3) — 2E(X)E(X,)]

var(X; + X,) = var(X;) + var(X,) + 2cov(Xy, X,)

Consequentemente

var(X; — X,) = var(X;) + var(X,) — 2cov(Xy, X>,)



Variancia de variaveis aleatdrias

A partir da propriedade anterior é possivel
perceber que se X e Y sdo independentes temos que:

var(X; + X,) = var(X,) + var(X,)
Logo:

Seja um vetor aleatéorio (X, X,,...,X;) de variaveis
aleatorias (continua ou discreta), independentes:

var(X; + X,+...+X,) = var(X;) + var(X,) + --- + var(X,,).



Variancia de variaveis aleatdrias

Adicionalmente tem-se que para X ¢
independendes tem-se:

var(XY) = E(X?)E(Y?) — E(X)?E(Y)?
Demonstracéao:

var(XY) = E[(XY)?] — E(XY)? = E(X?)E(Y?) — [E(X)E(Y)]?

var(XY) = E(X*)E(Y?) — E(X)?E(Y)*



» A probabilidade condicional satisfaz todas as
condicoes para ser, ela mesma, uma

probabilidade.

»Logo, pode-se, em tese, repetir todo o
desenvolvimento feito para o valor esperado,
usando probabilidades condicionadas a algum
evento.



Valor esperado GCondicional

Para o caso de modelos condicionais tem-se que a
esperanca condicional de Y|X = x é entao definida no
caso de variaveis continuas como:

Variaveis aleatorias discretas

E(YIX =) = ) yiP(ilx)

Variaveis aleatorias Continuas

E(Y|X = x) = f Y e/l dy



Teorema

Sendo X e Y varidveis no mesmo espaco de
probabilidade, temos

E[E(Y|X)] = E(Y)

Desde que as esperancas existam.



DEMONSTRAGAL

Seja X e Y variaveis aleatoérias continuas definidas no
mesmo espaco de probabilidades entao:

E[E(Y|X)] = E[n(X)]

Pois h(X) ¢ uma funcao de X ja que :

0.0)

E(Y]X) = f Y Frx @10 dy = h(X)



DEMONSTRAGAC

BIROO] = | hO0fG)ds
BROO] = [ ECOfGds
E[h(X)] = j_o:o [ f:oy fnx(ylx)dy] fx(x)dx
E[h(0)] = jz jo;y [ 10 £ ()| dyd

E[R(X)] = j j Y fir (e, y)dydx = E(Y)

E[h(X)] = j yU fx,y(x,y)dx]dy

E[h(X)] = j VIO, = E(Y)

E[E(YIX)] = E(Y)



Variancia condicional

» E a variancia condicional de X, dado que Y=y, é o
valor esperado dos desvios da variavel em relacao a
esperanca condicional, ou seja:

var(X|Y =y) = E{[X —E(X|Y =y) ]’} = EX?|Y) — E(X|V)*

supondo a existéncia das esperancas envolvidas.

» Adicionalmente, tem-se também que:

Elvar(X|Y)]| = var(X) — var(E(X|Y))



DEMONSTRAGAL

Seja E[var(X|Y)] = E[E(X?*|Y = y) — E(X|Y = y)?]

E[var(X|V)] = E[E(X*|V)] — E[E(X|Y)?]

» Usando da propriedade de valor esperado

E[E(X2|Y)] = E(X?)

Entao
Elvar(X|Y)] = E(X?) —E(X)? —E[E(X|YV)?] + E(X)?
Elvar(X|Y)] = var(X) — E[E(X|Y)?] + E[E(X]|Y)]?

Elvar(X|Y)] = var(X) — var(E(X|Y))



Covariancia e Correlagéo entre variaveis aleatdrias

» Dado X e Y duas variaveis aleatorias no mesmo espaco
de probabilidade. A covariancia entre X e Y é definida
pOr:

Cov(X,Y) =oxy =E[(X —EX))(Y —E))]

ou

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)



DEMONSTRACAO

E{[X — EX)][Y — E(Y)]} = E[XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)]
E{[X —EXIY —EM]} =EXY)—-EXEY) -EXEX) + E(X)E(Y)
E{[X - EX)I[Y —EM]} = EXY) — EX)E()

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

desde que as esperancas, presentes na expressao
existam.



COVARIANCIA E CORRELAGAD ENTRE VARIAVEIS ALEATORIAS

» ...a covariancia poderia ser definida como o valor
esperado do produto dos desvios das variaveis, em
relacdo as suas médias.

» A covariancia é uma medida de dependéncia linear
entre as variaveis e pode assumir valores de qualquer
sinal.

» Se a covariancia for zero ndo ha dependéncia linear
entre as variaveis, mas pode haver outro tipo de
relacao entre elas e, portanto, nao pode-se dizer que
sao independentes.



COVARIANCIA E CORRELAGAD ENTRE VARIAVEIS ALEATORIAS

Coroldrin: Se as varidveis aleatérias X e Y, forem
independentes, E(XY) fatora no produto das esperancas,
e a covariancia se anula.

Demonstracao:

Seja X e Y independentes entao :

Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y)
Cov(X,Y)=EX)E(Y)—-EX)E(Y) =0

A reciproca do corolario ndo é verdadeira.



COVARIANCIA E CORRELAGAD ENTRE VARIAVEIS ALEATORIAS

Proposiciio: Se X e Y sdo variaveis aleatorias de valor real
e a,b,c e d constantes, entao verificamos as seguintes
propriedades:

(I) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
(IT) Cov(X,X) = var(X)

(ITT) Cov(aX + b,cY +d) = ac Cov(X,Y)



Demonstragao:

(1)
Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — uy)]
= E[(Y —uy)(X —ux)] = Cov(Y,X)

(1)

Cov(X,X) = E(XX) — uxhx
Cov(X,X) = E(X?) — uy? = var(x)



(1)

E(ClX T b) — Cl,LlX-|‘b
E(cY +d) =cuy +d

Cov(aX +b,cY +d) =E[(aX +b—E(aX +b))(cY +d — E(cY + d))]
Cov(aX + b,cY +d) = E[(aX + b — auy — b)(cY +d )]
Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX — auy)(cY — cuy)]

Cov(aX + b,cY +d) = acE[(X — uy)(Y — uy)]

Cov(aX + b,cY +d) = ac Cov(X,Y)



COVARIANCIA E CORRELAGAD ENTRE VARIAVEIS ALEATORIAS

O coeficiente de correlacao, denotado por p[X,Y] ou
Pxy entre as variadvels aleatorias X e Y é denotado por:

Cov(X,Y)
Ox Oy

Corr(X,Y) = pxy =

Dado que oy e oy existem, e oy > 0 e gy > 0.

—1 < pX,yS 1



Exemplo I: O centro académico de uma faculdade de
administracdo fez um levantamento da remuneracao
dos estagios dos alunos, em salarios minimos, em
relacao ao ano que estao cursando, as probabilidades

de cada caso sao apresentadas abaixo:

Salario\Ano 2 3 4 5 P(Sal.= x)
2 2/25 2/25 1/25 0 5/25

3 2125 5125 2125 2125 11/25

4 1/25 2125 2125 4/25 9/25

P(Ano =y) 5/25 9/25 5125 6/25 1

Calcule E(Y|X) e a covariancia entre X e Y.



Y P(Y|X—2)—P(Y’X:2) POy 3 _P(Y,X:3) P(Y|X—4)—P(Y'X:4)
B B P(XZZ) (l B )_ P(X=3) - - P(X=4)
2=: z_2 x_!
> 11 11 9 79
25 75 5E
&:— éz— ﬁ:%
> T 9 79
25 75 5E
E_; z_2 % _2
> 5 111 9 7%
25 25 7
0 1 i
= =0 25_2 25 _4
25 1111 979
25 75

1

1

E(VIX =) = ) yiP(il)
i=1

ETY|X]

?(

2

11

i

5

11

)++(57) +5(i7

37
11

)




Cov(X,Y) = E(XY) — uxpy

E(XY)

2 2 1
= _(2><2)£+(2><3)£+(2X4)£+(2X5)0

[ 2 5 2 2 |
+ (3X2)£+(3X3)ﬁ+(3X4)£+(3X5)£

i 1 2 2 4]
+_(4)(2)%4-(4X3)£+(4X4)£+(4X5)£_=11,32
E(X) =2 > +3 11 + 4 2 = 3,16
— “\25 25 25/ 7
E(Y) =2 : +3 0 + 4 > +5 0 = 3,48
— “\25 25 25 25/ 7

Cov(X,Y) = 11,32 — (3,16)(3,48) = 0,3232



E(X 25 311 49—316
(%) = (25) (25>+ (25)‘ ’

5 11 9
2\ — 92 2 2 —
E(X?%) =2 <25)+3 <25)+4 <25) 10,52

oy =+Jvar(X) =10,52 — 3,162 = 0,73102

E(Y)=2 > 3 hd 4 fa) 5 o) _ 3,48
5 9 5 6
E(Y?) = 27 (25> + 32 (25> + 42 (25> + 52 (25> = 13,24

oy = Jvar(Y) = 13,24 — 3,482 = 1,0628

_ CovX,Y) _ il 2 = 0,4159973
RLIGEg I v i (veL02)@0628) T
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O valor esperado condicional E(Y|X = x) é chamado de curva de
regressao.



DESIGUALDADE DE JENSEN

» Algumas proposicoes envolvendo a média,
como desigualdades, auxiliam no estudo do
comportamento das variaveis aleatorias.

» Desigualdades envolvendo esperanca e funcoes
convexas permitem comparar a transformacao
da média com a média da transformacao. A
desigualdade de Jensen é um dos resultados
fundamentais dessa classe.



DESIGLALDADE DE JENSEN

convexa Concava

g'(x)>0 g'(x)<0



DESIGUALDADE DE JENSEN

> Teorema:

Seja X uma variavel aleatoria com média E(X) e seja
g(.) uma determinada funcao. Entao:

E[g(X)] = g(E(X)) -  g"(x) >0 Convexa

ElglX)]<g(E(X)) - g"(x) <0 Concava



DESIGUALDADE DE JENSEN

E facil entdo notar que

E(X?%) = E(X)?

Mais uma forma de verificar o fato da variancia nunca
ser negativa, Ja que

var(X) = E(X%) — E(X)*



DESIGUALDADE DE JENSEN

Um dentre os muitos resultados que podem ser obtidos
mediante a desigualdade de Jensen é o relacionado a
correlacdo, uma vez que através das desigualdades de
Jensen e Cauchy-Schwarz pode-se demonstrar que a
correlacdo ndo pode exceder 1 em valor absoluto.

A desigualdade de Cauchy-schwarz estabelece que
dadas as varidveis aleatorias X e Y com E(X?) e
E(Y?) finitas, entao:

E(XY)| < VEX2)E(Y?)
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